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RESUME

Dans cette premiére présentation, on va se concentrer sur ’étude du groupe GL2(Qj ), de ses sous-groupes classiques,
ainsi que de leur unimodularité. A terme, I'un des objectifs (qui ne sera pas atteint ici) est d’établir le théoréme de
classification des classes d’isomorphisme des représentations irréductibles non cuspidales de GL2(Qyp). Pour cela,
il est nécessaire de mettre en lumiére quelques décompositions matricielles usuelles et d’introduire le caractére
modulaire. On va donc découper cet exposé en trois sections. La premiére section regroupe les principaux
résultats concernant les intégrales de Haar et le caractére modulaire. La deuxiéme section se focalise sur les
décompositions matricielles classiques. Enfin, la derniére section étudie I'unimodularité de GL2(Qp) et de ses
principaux sous-groupes.
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Le présent fichier est largement inspiré de [BH|. Ce travail n’aurait pu étre réalisé en si peu de temps sans les suggestions
bienveillantes de quelques collégues. Qu’ils en soient remerciés !

Ici, p désignera toujours un nombre premier. Six € Q, alors on note v, (x) sa valuation p-adique et |x|, sa valeur absolue
p-adique.

1 Intégrales de Haar

1.1 Brefs rappels sur les groupes localement profinis

DEFINITION 1.1.1. Un groupe localement profini est un groupe topologique G tel que tout voisinage ouvert de 1g
dans G contient un sous-groupe compact ouvert de G.

Il existe de nombreux exemples abstraits et concrets de groupes localement profinis. En voici une liste.

Exemple 1.1.2. Tout groupe discret est localement profini (car le sous-groupe trivial est ouvert, compact et contenu
dans tout voisinage ouvert de 1’élément neutre).

Exemple 1.1.3. Tout sous-groupe fermé d’un groupe localement profini est localement profini.

Exemple 1.1.4. Le quotient d’'un groupe localement profini par un sous-groupe distingué fermé est un groupe localement
profini.

Exemple 1.1.5. Le groupe additif Q, est localement profini (car les p™Zy, n € Z, forment une base de voisinages de 0
dans Qp qui sont de plus ouverts et compacts).

Exemple 1.1.6. Pour tout n € N*, le groupe additif Q) est localement profini. En particulier, pour tout n € N*, le
groupe additif M, (Qp) est localement profini.

Exemple 1.1.7. Soit n un entier naturel non nul. Le groupe multiplicatif GL,,(Qp) est localement profini (car les
Iy + p*Mn(Zy), k € N*, forment une base de voisinages de I, dans GL,,(Qp) qui sont de plus ouverts et compacts).

Notation 1.1.8. Si G est un groupe localement profini, alors on note C2°(G) l’espace des fonctions de G vers C qui sont

localement constantes et & support compact.

1.2 Intégrales de Haar

1.2.1 Définitions et premiéres propriétés

Notations 1.2.1. Si G désigne un groupe localement profini, alors pour tous g € G, f € C(G) et x € G, on pose
Agf(x) =f(g7'x) et pgf(x) = f(xg).

Les applications A et p sont respectivement appelées translation a gauche et translation a droite de G.

DEFINITION 1.2.2. Soit G un groupe localement profini. Une intégrale de Haar a droite de G est une forme linéaire
non nulle I sur C(G) telle que :

© Vg € G, Vf € C(G), I(pgf) = I(f); ® Vi € CX(G), (f > 0= I(f) > 0).

Remarque 1.2.3. Parfois, une forme linéaire non nulle sera désignée sous le nom de fonctionnelle.

Remarque 1.2.4. On peut similairement définir la notion d’intégrale de Haar a gauche de G en utilisant dans le
point @ de la définition précédente la translation & gauche au lieu de la translation a droite.

Proposition 1.2.5. Soit G un groupe localement profini. Alors il existe une intégrale de Haar I & droite de G.

De plus, une forme linéaire I’ non nulle sur C2°(G) est une intégrale de Haar a droite de G si et seulement s’il existe
¢ >0tel que I’ =cl.

DEMONSTRATION. Admise. a

Remarque 1.2.6. Bien sir, la proposition précédente est valable pour les intégrales de Haar a gauche de G.
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1.2.2 Caractére modulaire

Soient G un groupe localement profini puis pg une mesure de Haar & gauche de G et g € G. Considérons les fonctionnelles
[: C®(G) — C et Iy © CX(G) — C
£ | ket fo | fee)dneto)
G G

Vérifions que I est une intégrale de Haar a gauche de G.

e Soient y € G et f € C°(G). En posant x’ =y~ "x de sorte que x = yx’ et dug(x) = dug(x’), on a

105 1) = | ) dnal) = | x) dua(x) =10

G G

e Si f € CX(G) telle que f > 0, alors par positivité de l'intégrale, I(f) > 0.

Ceci montre que I est une intégrale de Haar a gauche de G. De méme, on montre que I4 est une intégrale de Haar a gauche
de G. D’apreés la proposition 1.2.5, il existe un seul et unique réel strictement positif g(g) tel que pour tout f € CX(G),
I(f) = 86G(g) I4(f) ou encore

ae<g>J f(xg) it (x) =j () it (x). (#)

G G

L’application &g qui & un élément g de G associe §¢(g) est un morphisme de groupes de G vers RY. En effet, soient g et
g’ deux éléments de G puis f € C(G). D’une part

Sal9g) | flxag") duc(x) = | 10 dua(x).
D’autre part, pg-f appartient & C2°(G) et donc 1'égalité (#) appliquée a pgy/f fournit
Sa(0) | fxa9") duc () = 5a(e) |_py/tlxe) duc() = | oyt duc(x) = | fixg") duc(x)

Or, toujours d’apres Pégalité (#), appliquée cette fois a g, il vient

Sa(9') | 1(x0") dua() = |10 duc ()

Il s’ensuit alors

56(9) 56 (9”) L f(xgg’) du (x) = L (x) ditg (x).

Par unicité, on en déduit que dg(gg’) = 6c(g) 6c(g’).

Tout ce travail conduit & la définition suivante.

DEFINITION 1.2.7. Soit G un groupe localement profini. Le morphisme de groupes ¢ issu de I’égalité (#) s’appelle le
caractére modulaire de G.

Remarque 1.2.8. Si K est un sous-groupe compact ouvert de G, alors pour tout k € K, dg(k) = 1. En effet, soient ug
une mesure de Haar a gauche de G et k € K. La fonction 1x appartient & C2°(G) et donc I’égalité () s’écrit

5G<k>j 1 (xK) dpg (x) = L T () dua (x)

G

ou encore
86 (k) e (Kk 1) = ng (K).

Mais comme K est un sous-groupe de G et k € K, on a Kk~ ! = K et donc
06 (k) ue (K) = ug(K).

En tenant compte du fait que K est compact et ouvert dans G, il vient pg(K) > 0, ce qui permet d’affirmer que dg(k) = 1.
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1.2.3 Groupe unimodulaire

DEFINITION 1.2.9. Soit G un groupe localement profini.

On dit que G est unimodulaire si toute intégrale de Haar a gauche de G est une intégrale de Haar a droite de G.

Proposition 1.2.10. Soit G un groupe localement profini.

Le groupe G est unimodulaire si et seulement s’il existe une intégrale de Haar a gauche de G qui est une intégrale de
Haar & droite de G.

DEMONSTRATION. L’implication directe est triviale. Réciproquement, s’il existe une intégrale de Haar & gauche I de G
qui est une intégrale de Haar & droite de G, alors d’aprés la proposition 1.2.5 et la remarque 1.2.6, toute intégrale de Haar
a gauche de G est de la forme cI o ¢ > 0, et est donc une intégrale de Haar & droite de G. Ainsi, G est unimodulaire. O

Proposition 1.2.11. Soit G un groupe localement profini.

Le groupe G est unimodulaire si et seulement si son caractére modulaire est trivial.

DEMONSTRATION. Supposons que le groupe G est unimodulaire. Fixons g un élément de G. Alors I’égalité (4) fournit
pour tout f € CX(G),

JG f(x) dug (x) = 5G(9)J

ce qui entraine que dg(g) = 1.

(xg) dua (x) = 56 () j (x) dua ()

G G

Réciproquement, si dg est trivial, alors pour tous g € G et f € C2°(G), 'égalité (#) s’écrit

j f(xg) di (x) = j f(x) dug (x)
G

G
et on conclut en appliquant la proposition 1.2.10. a
Voici deux familles importantes de groupes unimodulaires.

Exemple 1.2.12. Si G est abélien, alors G est unimodulaire. En effet, soient pg une mesure de Haar & gauche de G et
g € G. Pour tout f € CX(G), en posant x" = gx, il vient

J f(xg) duG(X)ZJ f(gx) duG<x>=j F(x') du ().
G G

G

En tenant compte de (4), ceci impose que 8g(g) = 1. La proposition 1.2.11 prouve que G est unimodulaire.

Exemple 1.2.13. Si G est compact et ouvert, alors la remarque 1.2.8 et la proposition 1.2.11 entrainent que G est
unimodulaire.

2 Décompositions matricielles usuelles

Le groupe localement profini GL,(Qp) (voir 'exemple 1.1.7) est celui qui va servir de cadre pour cette présentation. Tout
ce qui va suivre est en réalité valable pour GL;(F) ou F est un corps local non archimédien (consulter [BH| pour voir la
forme des énoncés et des démonstrations dans ce cas général).

A partir de maintenant, voici quelques notations qui seront utilisées. On pose A = M, (Qp) puis on note G (respectivement
K) le groupe GL,(Qp) (respectivement GL;(Zy)). On introduit également les notations suivantes pour les sous-groupes

classiques de G.
a b
B={(¢ %)en

N = {((1) 11)) ‘ b e Qp} ~ Qp (radical unipotent de G).

{@ ®)

c= O} N G (sous-groupe de Borel standard de G).

acQ, et be Qé} ~ Q) x Q (tore standard maximal de G).

{5 o

En vertu des exemples 1.1.3, 1.1.5 et 1.1.7, tous ces groupes sont localement profinis.

ae Qg} ~ Qp (centre de G).

Enfin, si H désigne un groupe topologique localement compact, alors on note py la mesure de Haar (& gauche) sur H.

Aix-Marseille Université. 3 Groupe de travail de 'I2M.



2.1 Décomposition en produit semi-direct du sous-groupe de Borel B

’Proposition 2.1.1. B~NxT.

DEMONSTRATION. Immeédiatement, N <<B, B=NT et NNT = {I,}, ce qui démontre le résultat. a

Remarque 2.1.2. Cette décomposition interviendra lors de I’étude de 'unimodularité du sous-groupe de Borel B.

2.2 Décomposition de Bruhat

Proposition 2.2.1 (décomposition de Bruhat). Posons w = <? é) Alors
G =B UBwWB.
DEMONSTRATION. Soit g = (2 2) € G. On distingue deux cas de figure.

1 cas. Sic =0, alors g € B et c’est terminé.
a a ad
2°me cas. Supposons que ¢ # 0. Posons by = ] ¢ | €B. Alors byg = ] o (a b> _ (0 b- o |-
0 1 0 c d c d

1
0

0
Pour faire apparaitre un coefficient égal & 1T & la ligne 2 colonne 1, on considére la matrice by = ( 1 ) € B. On a alors
c

ad

1O\ (o poady [0 b-%0\ g ad d
J\e d T 0o 1 0 1

ad d
g=">b;"b;' b_7 0) (] ¢ | e BwB
0 1 0 1

€B €B

Donc

et la démonstration est achevée. M|

Corollaire 2.2.2. Les matrices I, et w = (? (1)> forment un systéme de représentants des doubles classes de B\G/B.

DEMONSTRATION. Montrons que 'union B U BwB est disjointe. Supposons par I’absurde que B N BwB # @. Alors il
existe un élément g = (gi,j)1<i,j<2 de G appartenant a B et & BwB.

D’une part, la condition g € B fournit g, 1 = 0. D’autre part, le fait que g € BWB montre qu’il existe b = (b j)1<ij<2 € B
et b/ = (b{,j)Ki,KZ € B tels que g =bwb’. On a

bwb’ — <b1,1 b1‘2) (O 1) (b{’1 b{‘z) _ <b1,2 b1,1) (b{,1 b{‘z) _ ( * *)
0 bz‘z 1 0 0 bé)z bz)z 0 0 bﬁ,z bz»zb{J *
et donc gz 1 =bz2b] ; # 0 (car sinon b ¢ G ou b’ ¢ G), ce qui est absurde. Ceci montre que BN BwB = &. Q

2.3 Décomposition d’Iwasawa

Proposition 2.3.1 (décomposition d’Iwasawa). Tout élément g de G s’écrit sous la forme g = bk o b € B et
k € K.

B

6) € G. Nécessairement, y # 0 ou & # 0. On distingue trois cas de figure.

. . o
DEMONSTRATION. Soit g = (Y

1°* cas. Siy =0, alors 6 #0. Donc b =g € B et k = [, € K conviennent.
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28me cas. Supposons que § = 0. Alors y # 0. En posantw=<? ;)EK, on a
([« B (O 1)_((3 oc)

gw‘(v o)(] o)~ \o v

——

—beB
puis g = bk avec k =w~! € K.
3°me cas. Supposons que y # 0 et & # 0.

1°¥ sous-cas. Supposons que v, (y) = v, (8). Alors vy (71> = vp(y) —vp(d) > 0 et donc f% € Zp. On pose alors

1)
1 0
wr=1|_Y 1 € K. 1l vient

)
= Y =
gw1 <Y 5) <5 1 06 5
—_———
=beB

et donc g = bk avec k = wﬂ e K.

2¢™me sous-cas. Supposons que vy (Y) < vp(8). En multipliant g a droite par w, on obtient

o= (5 00 o) 3)

et on conclut en appliquant le sous-cas précédent. a

’Corollaire 2.3.2. G = BK. ‘

’Corollaire 2.3.3. Le quotient B\G est compact. ‘

DEMONSTRATION. On note 7 la projection canonique de G sur B\G. Vérifions que la restriction de 7 & K est une
surjection de K sur B\G.

Soit Bg € B\G. Gréce a la décomposition d’Iwasawa, il existe b € B et k € K tels que g = bk. Mais alors,
Bg = B(bk) = Bk = mx (k).

Ceci montre que 7k est surjective. Ensuite, par définition de la topologie quotient, 7t est continue sur G et donc mx est
continue sur K. Comme K est compact dans G, on en déduit que B\G = 7tk (K) est compact. a

2.4 Décomposition de Cartan

b
d

Proposition 2.4.1 (décomposition de Cartan). Tout élément g = <(Cl > de G s’écrit sous la forme

. (PO )
g= k] ( 0 pn kZ
ou ki et ky sont dans K, m et n sont des entiers relatifs tels que m < n et déterminés par les conditions

|det(g)lp =p~™ ™ et Max{[a[p, [bly, [c|p, dlp} =p~™.

DEMONSTRATION. Soit g = ((cl Z) e G.

—m / /
Posons M = Max{|alp, |b|p, [c|p,|d|p}. Alorsil existe m € Z tel que M =p~™. Posons g’ = <P 0 p9m> g= (S, z,>

—m

0
les matrices de G. On peut donc supposer sans perte de généralité que M = 1.

. 0 .
de sorte que Max{|a’|,|b’|p,|c/|p,|d"|p} = 1. Comme la matrice (p p*m) est scalaire, elle commute avec toutes
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En particulier, a, b, ¢ et d appartiennent & Z, et I'un au moins d’entre eux est dans Z;. Quitte & multiplier g par la

matrice w = <(1) é) € K a gauche et/ou a droite, on peut supposer que a € Zg.

— 1

b
5 c b 1 0
Etant donné que a € Zy, b € Zy et ¢ € Zp, alors - € Zyp et -3 € Zyp et les matrices (_C ) et ( a)
a

appartiennent & K. On a donc

( | O) (1 _b> (a b ) (1 _b) (a O )
c g al = bc al = be |.
—— 1 0 d—— 0 d——
a 0 1 a 0 1 a
b
Posons d' = d — KC. Alors det(g) = ad —bc = ad’ et donc [det(g)|, = |d'|,,. Ensuite, il existe n € N et u € Z tels que

d’ =up™ et donc [det(g)|, = [d'[, =p™™.

L tri (1 O)t((r1 0) ti taKetd
€S maftrices O ‘LL71 e O ] appartiennent a € onc

(o DG &6 H)=6 a6 =6 )

ou encore b
<cr1 o) 9 2 (1 0 )7(1 0)
0 1 — 1 9 0 _I(l 0 u Ly 0 pﬂ
et donc : .
o 10 (a—1 0) ‘(1 0)(1 0 )“ i
— 1 0 1 0 p*/\0 u’! o 1
=ki €K =k, €K
ce qui termine la démonstration. Qa
. . p™ 0 5 R ,
Corollaire 2.4.2. Les matrices du type 0o pn) (myn) € Z* et m < n, forment un systéme de représentants des
doubles classes de K\G/K.
m
DEMONSTRATION. D’aprés la décomposition de Cartan, G = U K (pO On> K. 11 s’agit de prouver que 'union
(m,n) € 2? P
m<n

mo 0
précédente est disjointe. Pour tous entiers relatifs m et n tels que m < n, on pose amn = <p0 p“)'

Soient m, n, m’ et n’ quatre entiers relatifs tels que m < n et m’ < n’ et tels que les matrices amn €t Ams ns
appartiennent a la méme double classe de K\G/K. Alors il existe k1 € K et k, € K tels que am,n = Kjam/ n-ka.
Déja, |det(ammn)lp =p ™ ™ et |det(am/n/)|p = p ™' et donc cela impose que m+n =m’ +n’.

b .
Pour tout g = (2 d) € G, posons N(g) = Max{|alp, [blp,|c|p,|d|p}. Ensuite, pour amn, comme m < n, on a

N(am,n) = Max{[p™|p, [pP"|p} =p ™, mais aussi

’

N(am,n) = N(kl am’,n’kl) < N(am’,n’) = me

* o —_ —_ / 2 L3 A . — 4 p— ~ p— 4 —_
ce qui entraine que p~ ™ < p ™ . Par symétrie des roles de amn et Amrnr,onaaussipT™ <p ™ Doup ™ =p ™
puis m’ = m et donc égalité m’ +n/ = m + n fournit n’ =n.

m
Ainsi, deux doubles classes différentes de K\G/K ne peuvent se rencontrer et donc G = L—ﬂ K (pO 0n> K, ce qui
(m,n) € 72 P
m<n
prouve le corollaire. a
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3 Etude de I'unimodularité de G et de ses sous-groupes classiques

3.1 Mesure de Haar sur Qg

Avant d’entrer dans le vif du sujet, on commence par exhiber une mesure et une intégrale de Haar sur Q. Pour cela, on
a besoin d’une description précise des éléments de I'espace CZ°(Qp).

Lemme 3.1.1. C°(Qp) = Vect({latpnz, | a € Qp et n € Z}). ‘

DEMONSTRATION. Les fonctions caractéristiques 144 pnz,, a € Qp et n € Z, appartiennent clairement a C(Qy). Dot
Iinclusion Vect({laipnz, |a € Qp et n € Z}) C C°(Qp).

Réciproquement, soit ® € CX(Qy). Alors pour tout x € Qp, il existe ny € Z tel que @ soit constante sur x +p™*Z,. Par
hypotheése, Supp(®) est compact dans Q,, et la famille d’ouverts (x 4+p™Zp )x e Supp(®) recouvre Supp(®). Il existe donc

T
une sous-famille finie (ai +p™Zp)i<igr, 0ot (a1,...,ar) € Qp et (n1,...,ny) € Z7, telle que Supp(®) = Lj(a;L +p™Zp)
i=1
et pour tout i € [1,1], ® soit constante sur aj +p™iZy.

S
Gréace a l'inégalité ultramétrique, on peut assurer l'existence de (i1,...,1s) € [1,7]° tel que Supp(®) = L—ﬂ (ai, +p"IZy)

—_

]:
et pour tout j € [1,s], @ soit constante sur aj, +p™ Zyp, de valeur c;.

S
Par conséquent, ® = Z ¢l € Vect({laypnz, | @ € Qp et n € Z}), ce qui établit I'inclusion manquante et

ai.+p ) Zp
. )

j=1
achéve la démonstration. |

Proposition 3.1.2.

YO € CR(Q), Wy € 05, | @lxy)due, () = Iuly" | () g, (.

P Qp

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer le résultat pour les fonctions indicatrices 1q4pnz,, a € Qp et n € Z. Le résultat
général s’en déduira par linéarité de l'intégrale grace au lemme précédent.

Soient a € Qp, n€Z ety € Qg. Tout d’abord,

J ILa+p“Zp (Xy) dp@p (X) = J@ ILy*’ at+y—'pnZy (X) dp@p (X>
P P
Par suite, on observe que y~"p"Z, = p"VrWZ, . En effet, comme y € Qy, il existe uw € Z;J tel que y = pr W Alors
y71 :pfvv(y)u71 puis
y—]anP — p—vp (U)u—1pnzp _ pn—vp(y)u—lzp _ ‘pn—\q3 (y)Zp.

D’ou

|| Tarma, () o, 00 = [y rgiprniog, () dha, (%) = o,y a s p 0Zy) = p ) — fyl T,

P Qp

D’autre part, on a

J Laypnz, (x) dug, (x) = no, (@ +p"Zy) =p "

Qp

ce qui établit I’égalité désirée. a

Notation 3.1.3. Gréace a la proposition ci-dessus, on peut définir une mesure Moy sur Qg comme suit :

dug, (x)
Vx € Qp, dugx (x) = |?i|(
P

o(x)
X|p

Si @ € C(Q)), alors la fonction x — Lox (x) appartient & C2°(Qp) et on peut donc écrire I'identité suivante.
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La proposition suivante montre que cette égalité permet de définir une intégrale de Haar sur Q;.

Proposition 3.1.4. La fonctionnelle I : CX(Q;) — C est une intégrale de Haar a gauche
O(x)
o o J@ g 00y daa, ()
P

et a droite de Q.

DEMONSTRATION. Etant donné que Qp est abélien, il suffit de vérifier (grace a 'exemple 1.2.12) que [ est une intégrale
de Haar & droite de Q.

Le point @ de la définition 1.2.2 est immédiat. Seule I'invariance par translation a droite de I nécessite quelques détails.

Soient ® € C(Qy) ety € Qy. On a

pyCD(X) J (D(xy)
Ip(D:J']lxx dug, (x) = Tox(x X).
( Yy ) Q, QP( ) |X|p Qp( ) Qo Qp( ) |X|‘p I’LQP( )
En posant u = xy de sorte que x =uy~' et dug, (x) = [y, 'dug, (u), il vient
q)(u) 1 (D(u)
1(oy®) = | Lgp (0Pl o, () = | g () T e, () = 1(0).
h Qp O ulplylp' P ' Qp O ulp !
Ceci achéve la démonstration. |

3.2 Unimodularité de G

Le groupe additif A peut étre percu comme un produit de quatre copies de Q,. Par conséquent, la mesure de Haar pa
sur A est obtenue en prenant un produit tensoriel de quatre copies de la mesure de Haar g, .

Proposition 3.2.1.
D(x

mlg(x) appartient & C°(A).

® Pour tout ® € C°(G), la fonction x —

0 La fonctionnelle I : CX(G) — C est une intégrale de Haar a gauche et a droite de G.

‘ O (x)
) — JA mlg(x) dpa (x)

DEMONSTRATION. Le point @ est clair. Le cceur de la démonstration consiste a vérifier le point @. Pour cela, on va
découper la preuve en plusieurs étapes. Soit g € G.

1ér¢ gtape. On considére les fonctionnelles suivantes

I : CXA) — C et L : C¥A) — C
o o [ @g9duat) © | Okg)duaty
A A

Montrons que ces deux fonctionnelles sont des intégrales de Haar & gauche et a droite de A.
e Soit @ € CX(A) telle que @ > 0. Par positivité de 'intégrale, on a clairement I;(®) > 0 et I,(®) > 0.

e Vérifions 'invariance par translation a gauche de Iy et I,. Pour tous y € A et ® € CX(A),
LOV®) = 099 duale) = [ (v + g0 dualx)
A A

- ,[ ®(gx') dpa(x’) (en posant x' = —g~ 'y +x)
A

=1 (D)
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et

®(xg) dpa(x) = L (xg —v) dua(x)

J (x'g) dua(x’) (en posant x’ =x—vyg~")
I(

Ceci montre que 17 et I, sont des intégrales de Haar a gauche de A. De maniére analogue, on vérifie I'invariance par
translation & droite de 1; et de I, et donc I; et I, sont aussi des intégrales de Haar & droite de A.

2¢me gtape. Toujours en utilisant des arguments similaires a ce qui précéde, on montre également que la fonctionnelle

ci-dessous
J: C*A) — C

o JACD(x)duA(x)

est une intégrale de Haar a gauche et a droite de A. D’aprés la proposition 1.2.5, il existe A1(g) > 0 et A2(g) > 0 tels que
pour tout ® € CX(A), 1 (D) =A1(g) J(D) et [(D) = Az(g) J(D).

3éme gtape. Déterminons Aq(g). Pour cela, prenons ® = 1, € CX(A) ou m = M, (Zp). Posons aussi m’ = g~

t=mnNm’. On a
m = L—lj (x+¢
x+tem/¢

Tm et

ce qui fournit pour tout y € A,

In(y) = Z Lire(y) = Z Le(y —x).

x+etem/t xt+tem/e

Par suite,

uA<m>=JAﬂm<y>duA<y>=L Y Lly—x) | duaty)

x+tem/¢

= Y (] 1rara@n) (enposant y =y —x)

x+tem/¢

= ) ua(®) =[m: gual®.
x+tem/¢
pHA(m)  [m : g

De mé t N=[m":¢ t). Ensuite, 1 tient = dépend de la doubl
e méme, on montre que pa(m’) = [m | LA (8). Ensuite, le quotien Am) ] ne dépend que de la double

classe KgK.
Légalité T4 (1) = A1(g) J(1m) se réécrit wa(g~'m) = A1(g) pa(m). Mais aussi, on a

[m’ : €
[m : €

ua(g™'m) = pa(m’) = A (m).

m’ ¢
Par unicité, il vient Aj(g) = u Comme ce quotient ne dépend que la double classe KgK, on peut supposer que

[m @ g

g= (PO pob> ol a et b sont des entiers relatifs tels que a < b (décomposition de Cartan).

4°me gtape. On a donc pour tout ® € CX(A),

o) = | o0 = [[f o5 %) (0 302)) duen cn) o, (1. i, (2 dha, (122

p X2,1 X2.2

P X211 P X2.2

_ J” q)((]?axm Paxhz))
@9+ \\PPx21 pPx2

- MQ4 (D((pbm’] pru)) dug, (x1,1) drg, (x1,2) dug, (x2,1) dpg, (x2,2)

dpigx (x1,1) digx (x1,2) digx (x2,1) dpgx (x2,2)
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[ /- I _ b I _ b :
En posant xj ; =p“x1,1, X 5 =p“X1,2, X3 7 =P X2,1 €t X5 , =Pp~x22, on obtient

11(<D)=|p“pb|;2”J <D<(Xi" X‘:'Z)>
@)* X21 X22

— |det(9)|;2 JH@ (D((Xm X]’2)> dug, (x1,1) dug, (x1,2) dug, (x2,1) dug, (x2,2)

dpgx (x1,1) dpgx (x1,2) dugx (x2,1) digx (X3 2)

X2,1 X2.2

= |det(g)[;,? R O (x) dpa(x) = [det(g)[; (@)

Ceci impose alors que A1(g) = |det(g)
donc Az(g) = |det(g)

‘pz. De méme, on montre que pour tout ® € CX(A), I,(®) = \det(g)\;zl((l)) et
2. Pour tout ® € C(A), on obtient ainsi

J(pg®) = 12(®) = |det(g)|,,*J(®)

5éme gtape. Pour tout ® € C(G), le travail effectué précédemment permet d’affirmer que

P

1p0®) = | g et duato = el | GEEE 1600 duat

~ldet(g) | mﬁiﬁ; 1G<xg>duA<x>=det<g>|%J< <|d§5](l();|z>>

o1\
| ) J<|det(>|2>‘“q’)

et de maniére analogue, on montre que I(Ag®) = I(®), ce qui cléture la démonstration. a

= |det(g) \det ]

Immeédiatement en découle le résultat suivant.

Corollaire 3.2.2. Le groupe G est unimodulaire.

3.3 Examen de 'unimodularité de B, N, T et Z

Concernant le cas des sous-groupes N, T et Z de G, tout est beaucoup plus simple.

Proposition 3.3.1. Les groupes N, T et Z sont unimodulaires.

DEMONSTRATION. Ona N ~Q,, T~ Qp x Q et Z~ QF. Comme Q, et Q; sont abéliens, il en est de méme pour
N, Z et T. On conclut en appliquant I’exemple 1.2.12. a

En revanche, le sous-groupe de Borel B de G va se comporter différemment du point de vue de 'unimodularité. Etant
donné que B ~ N x T (proposition 2.1.1), on peut introduire une fonctionnelle I sur l'espace C2°(B) ~ C°(T) ® C(N)
comme suit :

[: C®(B) — C
o o JJ O (tn) dpn () dicr (1)
TJN

ou pn et pr sont des mesures de Haar sur N et T respectivement. Ceci donne lieu & la proposition suivante.

’Proposition 3.3.2. La fonctionnelle I introduite ci-dessus est une intégrale de Haar a gauche de B.

DEMONSTRATION. Si @ est un élément de C2°(B) tel que @ > 0, alors par positivité de I'intégrale, on a immédiatement
I[(®@) > 0. L’objectif est de vérifier 'invariance de I par translation & gauche par B.

Soient b € B et ® € CX(B). Ecrivons b=tn ot € T et n € N. Il vient

(A ®) = "T "N Ao @ () dun () dur () = L JN O(b~t'n’) dun (n') dur (')

N

Om 't "t'n’) dun(n’) dut(t)) :J J Ot "t (" T Tt t)n) dun(n') dur(t)
JT JN TJIN

= O(t"n”) dun(m”) dur(t”) (en posant t” =t 't" et n” = (' "t)yn ' (t't')n’)
JT JN
= 1(D).

Ceci prouve que la fonctionnelle T est une intégrale de Haar a gauche de B. a
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Remarque 3.3.3. La proposition 3.3.2 permet alors de justifier pour tout ® € C°(B) Iécriture :

| o) aun(o) = [ | @) dun(m) dur o
B TJN

On peut penser la mesure g comme étant la mesure produit pt ® py, mais les deux facteurs ne commutent pas, ce qui
permet d’intuiter la non-unimodularité du groupe B. La proposition 3.3.4 apporte davantage de précisions.

Proposition 3.3.4. Le caractére modulaire de B est défini par :

t2
t

Vb:t‘n:(t1 0

3 tZ)nEB:TN, 55(b) =

P

. . . _ 0
DEMONSTRATION. Soit ¢ € B. Comme B = TN, il existes € T et m € N tels que ¢ = sm. Ecrivons de plus s = (301 s >
2

ol s1 et s sont deux éléments de Q; .

Soit @ un élément de C°(B). Commengons par écrire que

JB ®(bc) dug(b) = L JN O(tnsm) dun (n) dut(t) = J

J @ (ts(s~'ns)m) dun (n) dur(t). (%)
TJIN

Fixons t dans T. Comme N <I B et que N est abélien, on a

J O (ts(s~'ms)m) dun(n) = J
N

O (tsm(s~'ns)) dun(n) = J @ (tss~'(sms™'n)s) dun(n)
N

N

1

:J' ®(tss~'n’s) dun(n’) (en posant n/ = sms~'n).
N

Pour tout n € N, si on écrit n = (2) ?) avec q € Qp, alors on a

N 10 1 g 0 1 S—zq
s = (%) s;’) o D o) (o ! ) :
1 2 1 2
JN @ (ts(s 'ms)m) dun(n) = JQP (D<ts (O 511 )) dug, (q) = J@§ |q|p(I)<ts (O 51] q)) dugx(q)

D’ou

s s 1 qu
1 2 —
=|— —= Df ts s dpgx
$2|p Joz 81 a P < <O 1 )) oz ()
31 | I < (] q/)) / I sz
=|— Ol ts dp,x en posant ==
2l Jo 1qp 0 1 Hox (") (enp = q)
=15 o Dl ts 0 1 dug, (q) = sl N(D(tsn) dun(n).

Par conséquent, en reprenant 1’égalité (x),

S r
|| @cbe) anato) = |5 | | otsn) dunm) dur
B S2pJT N

=2 J O(t'n) dun(n) dur(t’) (en posant t’' = ts)
S2lp JTIN

S1 [
— 9] [ o) aus o).
S21pJB

Or, par définition du caractére modulaire g, on a aussi

J @ (be) de(b):sz(c)*‘J ®(b) dug(b).
B B

$2

Par unicité, on en déduit Pégalité Sg(c) =
$1

P

Remarque 3.3.5. Par conséquent, le groupe B n’est pas unimodulaire en vertu de la proposition 1.2.11.
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